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ABSTRAK: Ruang Orlicz (Lg) merupakan perluasan dari ruang terintegral
Lebesgue L, = 1 yang diperkenalkan oleh Z.W. Rirnbaun dan W. Orlicz
pada sekitar tahun 1931. Terdapat beberapa sifat dari L, = 1 yang berlaku

pada ruang Orlicz dengan syarat fungsi Young & yang berlaku pada ruang
Orlicz memenuhi kondisi A;. Pada tulisan ini dibahas mengenai refleksivitas
pada ruang Orlicz dengan memanfaatkan kondisi A, pada & yang
mengimplikasikan kekonvergenan rata-rata dan kepadatan pada Ly.

Kata kunci: Ruang Orlicz, Refleksivitas, Konvergen Rata-Rata, Kondisi A,

ABSTRACT: Introduced by Z. W. Rimbaun and W. Orlicz around 1931,
Orlicz spaces (Ly) is an extension of Lebesgue spaces L,y = 1. There are
some properties of L, i = 1 which applicable on Orlicz spaces with condition
that Y oung function & in Orlicz spaces satisfies A, -condition. In this paper, we
study the reflectivity of Orlicz spaces using A;-condition on & which implies
mean convergence and density on Lg.
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PENDAHULUAN

Misalkan & adalah sebuah fungsi yang terdefinisi pada bilangan real. Fungsi &
disebut fungsi Young jika & merupakan fungs genap, konveks, &(0) =0 dan
lim 6(x) = co. Fungs Young dan ruang L, p =1 menjadi dasar terbentuknya

x—oo

ruang Orlicz. Ruang Orlicz didefinisikan sebagai himpunan semua fungsi terukur f
yang memenuhi [ &(a (x)j d < oo untuk suatu a > 0, yang dinotasikan dengan
Ly.

Fungsi & dikatakan memenuhi kondisi A, jika terdapat k > 0 sedemikian
sehingga 6(2x) <k (x) untuk semua x > 0. Kondis A; merupakan suatu
prasyarat yang menghubungkan antara ruang L, p =1 dengan ruang Orlicz,
terdapat beberapa sifat pada ruang Orlicz yang serupa dengan sifat pada ruang
Ly, p = 1]jikaé memenuhi kondis A,.
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Pada tulisan ini akan dibahas sifat-sifat apa sgja yang berlaku pada ruang
Orlicz jika & memenuhi kondisi A,, diantaranya mengenai kekonvergenan,
kepadatan, dan refleksivitas pada ruang Orlicz.

KONSEP DASAR RUANG ORLICZ

Ruang Orlicz merupakan perumuman dari fungsi terintegral Lebesgue L, p =

1 dengan mengganti fungsi mutlak dengan fungsi yang lebih umum yaitu fungsi
Y oung.
Definis 2.1 : Fungs Young™
Suatu fungsi 6 : R — [0,0) dikatakan fungsi Young jika memenuhi kondis
berikut:

a) # adalah fungsi genap

b) 6(0)=0

¢) & adalah fungsi konveks pada R

d) Eiwﬁ(x) = oo,

Contoh:
6(x) = |x|¥, p = 1 merupakan fungsi Y oung.

Setelah kita mempunyai fungsi Young, kita definisikan fungsi komplemen
Y oung.

Definis 2.2 : Fungsi Komplemen Y oung™
Jkaé, i : R — [0, 0) merupakan fungsi Young dengan
) = EER{IIyI —6(x)}, ¥ER
X

maka i merupakan fungsi komplemen Y oung dari &.

Selanjutnya didefinisikan kondisi-A, yang akan banyak digunakan dalam
pembahasan tulisan ini.
Definis 2.3 : Kondisi A5/
Fungsi Young & : R — [0, ) dikatakan memenuhi kondisi A, jika terdapat dua
konstanta T > 0 dan k > 0 sedemikian sehingga (1) < o dan &(2t) < k (1)
untuk semuat > T.

Teorema 2.4

Misalkan & memenuhi kondis A; dan w € Ly. Jika terdapat sebuah m € N
sedemikian sehingga
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1
o(w;6) < o
dimana k merupakan konstanta yang memenuhi kondisi A, untuk &, maka

c
Iwlle < >
dengan
{2 jika p(Q) =
€= {2 + (D) jika p(Q) < oo,

Selanjutnya didefinisikan sebuah norm yang menggunakan fungs Young &
yaitu Norm Luxemburg dan didefiniskan pula konvergen rata-rata pada ruang
Orlicz.

Definis 2.5: Norm Luxemburg®
Jika & adalah fungsi Young dan f: Q — R sembarang fungsi terukur maka

[flg =i {L’>O; JE(?J& <1 ,xELE]E[O,oo).

.‘J
Definis 2.6 : Konvergen Rata-Ratal?
Barisan (u,,) di Ly dikatakan konvergen rata-ratakeu di Ly jika

I p(uy,—uw;6) = F{L.:.-J 6(ugp(x) —u(x)])d =0.

n—oo
.:J

Teorema 2.7
Jka|lw|lg <1 makag(w, &) < |lw||yg untuk setigpw € Lg.

Diberikan definisi ruang Orlicz dan norm Orlicz sebagai berikut.

Definis 2.8 : Ruang Orlicz¥

Misakan & adalah fungsi Young. Ruang Orlicz Ly (Q) adalah himpunan semua
fungsi terukur f pada himpunan tak kosong Q sedemikian sehingga terdapat a > 0

sehingga [, 6{a (x)]d < oo, dan dinotasikan dengan

Lﬂ(ﬂ)={f:ﬂ—>]Rn ;E|a>03_[{3[n () )d <oo]

i)

Definisi 2.9: Norm Orlicz®
Misalkan & dan ) adalah fungsi-fungsi Y oung yang saling komplemen.
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I Nl = s {J f)g()d ;9 € Ly, llglly < 1],f € Ly
L
adalah norm pada Ly yang ekivalen dengan || f ||z untuk semua f € Ly.

Misakan B(Q) adalah himpunan semua fungs terukur terbatas yang
terdefinisi pada Q. Ruang Ej (Q) didefinisikan sebagai penutup B (Q) dengan norm
Orlicz.

PEMBAHASAN

Beberapa sifat yang akan dibahas pada tulisan ini yaitu kekonvergenan,
kepadatan, dan refleksivitas pada ruang Orlicz.
K ekonver genan pada Ruang Orlicz

Pertama-tama dibahas hubungan antara kekonvergenan rata-rata dan
kekonvergenan di Ly.
Teorema 3.1.13
Kekonvergenan di Ly mengakibatkan kekonvergenan rata-rata.
Bukti:
Diambil sebarang barisan (u,,) yang konvergen ke u di Ly, artinya untuk setiap £ >
Oterdapat K € N sedemikian sehingga untuk n > K berlaku ||u,, — u|ly < &.
Karena (u,,) konvergen ke u untuk setiap £ > 0 maka berlaku pulauntuk £ = 1.
Berdasarkan Teorema 2.7 pilih w = u,, — u. Sehingga diperoleh

oy —w;6) < |lu, —ullsg <&

Dengan katalain FIEI_IE_ e(u, —w;8)=0.

Hal ini berarti barisan (u,,) konvergen rata-rata ke u.

Teorema 3.1.212
Misalkan & memenuhi kondisi A,. Barisan (u,,) konvergen ke u di Ly (Q) jika dan
hanya jika (u,,) konvergen rata-rata ke .
Bukti:
Bukti ke arah kanan sudah jelas. Selanjutnya akan dibutikan ke arah kiri.
Diambil sebarang barisan (u,,) yang konvergen rata-rata ke 1, maka
;{Ec\-’ p(u, —u;6) =0.

Diberikan £ > 0 sebarang, pilih m € N sedemikian sehingga ||u, — ulls > —

FLLY
dengan
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_ {2 jika p(Q)) =
“T 12+ 8(NuQ) jika u(Q) < o.
1
R
Berdasarkan Teorema 2.7 maka untuk w = u,, — u diperoleh

_ < & untukn = ng

Selanjutnya pilih iy, = ny; (i) sehingga g (i, —u; 6) <

untuk n > ny;.

s
2m

”un - u”t-' <
Artinya barisan (u,,) konvergen ke u di Ly.

K epadatan pada Ruang Orlicz
Pada subbab ini akan ditunjukkan bahwa Eyy = Ly jika § memenuhi kondis
A,
Teorema 3.2.1%2
Jika () < oo maka setiap fungsi terukur terbatas berada di L.

Definisi 3.2.2
B(Q) padat di Ly dengan kekonvergenan rata-rata jika untuk setiap u € Ly terdapat
barisan (u,,) € B(Q) sedemikian sehingga

i p(u,—w;6)=0.

-

Teorema 3.2.33
Jika p(Q) < oo, maka himpunan semua fungsi terukur terbatas di 0 adalah subset
padat di Ly dengan kekonvergenan rata-rata.
Teorema 3.2.412
Jika & memenuhi kondisi A, maka £y = Ly.
Bukti:
Berdasarkan Teorema 3.2.3 diperoleh bahwa B (Q) ada ah subset padat di Ly dengan
kekonvergenan rata-rata, dan berdasarkan Teorema 3.1.2 diperoleh jika i memenuhi
kondis A, maka H(Q) adalah subset padat di Ly dengan kekonvergenan di Ly.
Akibatnya

.Eﬂ = [ﬂ.

Fungsional Linear Kontinu

Pada subbab ini akan dibahas duaitas dari Ly.
Teorema 3.3.1
Ly, adalah ruang dual dari Ey.

Teorema 3.3.2

Jika & memenuhi kondisi A, maka ruang dual dari Ly adalah Ly, dan
Jika i) memenuhi kondisi A, maka ruang dual dari Ly, adalah Ly.
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Bukti:
Berdasarkan Teorema 3.3.1 diketahui bahwa L, adalah ruang dual dari Ey dan

berdasarkan Teorema 3.2.4 jika & memenuhi kondisi A, maka ky = Ly.

Refleksivitas pada Ruang Orlicz
Definisi 3.4.112
Misalkan X adalah ruang Banach dan X™* adalah ruang dual dari X, maka ruang dual
dari X* adalah

X = (X",
J: X - X yang didefinisikan oleh

U = ¢

dengan u € X dan ¢ € X* disebut pemetaan kanonik dari X ke X** yang memenuhi
u™ (@) = @(w) dengan u™* € X**.
Ruang Banach X dikatakan refleksif jika

J(X) = X*.

Teorema 3.4.212
Misalkan # dan i adalah fungsi Young yang saling komplemen, maka ruang Orlicz
Ly refleksif jika dan hanya jika & dan i) memenuhi kondisi A;.

Bukti:
Berdasarkan Teorema 3.3.4 terdapat tepat satu g € L, sedemikian sehingga

w () = J [ ©g(®d
1

untuk setiap f € Ly, dengan u* € [Lg]*,u™ € [Lg]™,v* € [Ly] , dan w™*(u*) =

v"(g).
Digunakan kembali Teorema 3.3.4 sehingga terdapat tepat satu h € Ly sedemikian
sehingga

v (g) = j h(@©¢®d

8]
untuk setiap ¢ € Ly.

Oleh karena.itu

u (") = v°(g) = j g RO =u(h).

i)
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Sampai disini telah dibuktikan bahwa untuk sebarang u** € [Ly]** terdapat sebuah
h € Ly sedemikian sehingga untuk setiap u* € [Ly]* mengakibatkan
u () = u*(h)
dengan katalain
J(h) =u™
dengan J adalah pemetaan kanonik. Dengan demikian

J(Ly) = [Ly]™.
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